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Description of Degenerated (CH)n*-Type Carbocations
by Permutations

Degenerated structures of carbocations generated
through automeric changes of a special type are described
by permutations; its generacery is characterized by the
permutation group. Furthermore the structures of the
cations are expressed in terms of graph theory. This leads
to the distinction between static and dynamic graphs as an
illustration of the internal movement of the degenerated
molecules.

Entartete Carbokationen sind dadurch ausge-
zeichnet, daB die durch bestimmte Umlagerungen
(Automerisierungen) entstehenden Produkte be-
ziiglich der chemischen Struktur identisch mit der
Struktur der Ausgangsverbindung sind. Diese
Produkte werden im folgenden als ,entartete
Strukturen‘‘ bezeichnet. Man kann zwischen ihnen
differenzieren, wenn die entsprechenden Zentren
individualisiert werden — chemisch durch Isotopen-
markierung bzw. rein formal, indem jedem Zentrum
eine Zahl zugeordnet wird [1]. Die hier betrachteten
Kationen gehoéren zur (CH),*-Reihe (n=2m+ 1;
m=2,3,...), bei der nach Leone und Schleyer nur
Kohlenstoffentartung nachgewiesen wurde [2].
Man versteht darunter den Platzwechsel von Koh-
lenstoffatomen zusammen mit den daran gebun-
denen Wasserstoffatomen.

Die Methodik der permutativen Behandlung
derartiger Automerisierungsreaktionen wird am
Beispiel des Homoprismyl- oder 7-Tetracyclo-
(3.2.0.02:4.03:6)heptyl-Kations erlautert, das die
Moglichkeit einer partiellen Kohlenstoffentartung
durch 1.2.-Verschiebungen besitzt. Es wird nur
dieser Umlagerungstyp betrachtet. Zur permuta-
tiven Beschreibung werden den Zentren andere
Zahlen zugeordnet als es in der chemischen Nomen-
klatur iiblich ist, um die gruppentheoretische Be-
handlung ibersichtlicher zu gestalten (vgl. Ab-
bildung 1). Die moéglichen entarteten Strukturen
werden folgendermafBen charakterisiert: Nach dem
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Durchfiihren der 1.2.-Verschiebung wird die ent-
standene entartete Struktur mit der Ausgangs-
struktur zur Kongruenz gebracht. Dadurch kann
in eindeutiger Weise festgelegt werden, wie die be-
zifferten CH-Gruppen ihre Plitze tauschen. Im
Fall des Homoprismyl-Kations sind 12 verschiedene
entartete Strukturen — beschrieben durch Py, Py,
Py, ..., P;; — durch Wagner-Meerwein-Umlage-
rungen moglich (Abbildung 1).
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Abb. 1. Permutative Beschreibung der entarteten Struk-
turen des Homoprismyl-Kations.
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Ausgehend von einer Struktur kann man die
Menge der Permutationen Py, ..., P11 jeweils auf
zwei verschiedene Arten erhalten: So gelangt man
durch die Verschiebung der Bindung (2,7) nach
(3,7) von Pg zu P; usw., wihrend sich der Satz der
Permutationen in entgegengesetzter Reihenfolge
Py, P1; usw. durch die Verschiebung von (4,5)
nach (3,5) ergibt. Formal sind die entarteten Struk-
turen ableitbar, indem pro 1.2.-Verschiebung der
Vierring und der Dreiring jeweils im gleichen Dreh-
sinn um eine Ecke weiter gedreht werden. Das
auBert sich in einer zyklischen Vertauschung der
Zahlen 1—4 bzw. 5—7. Die Menge der Elemente
Py, Py, Ps, ..., P11 bilden mit der Hintereinander-
ausfithrung als Verkniipfung eine Gruppe G2 der
Ordnung 12, die sich als direktes Produkt der
beiden zyklischen Untergruppen Z, und Zz dar-
stellen laBt.

G12=Z4 XZ3. (1)

Damit werden alle durch 1.2.-Verschiebungen mdog-
lichen entarteten Strukturen des Homoprismyl-
Kations gekennzeichnet und somit die partielle
Kohlenstoffentartung dieses Kations charakteri-
siert. In der Reihe der (CH),*-Ionen (n=2m+1;
m=2,3,...) kann man eine ganze Klasse von
Kationen finden, deren entartete Strukturen durch
zu (1) strukturell gleichartige Permutationsgruppen
beschrieben werden konnen. Es sind dies das
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Abb.2. a) Bicyclo(2,1.0)pentenyl-Kation, b)
prismyl-Kation, ¢) Homocubyl-Kation.

Homo-

Bicyclo(2.1.0)pentenyl-Kation, das Homoprismyl-
Kation sowie das Homocubyl-Kation fiir den Fall
des stereospezifischen Umlagerungsprozesses [3]
(Abbildung 2).

Die Permutationen, die alle durch 1.2.-Ver-
schiebungen méglichen entarteten Strukturen des
Bicyclo(2.1.0)pentenyl-Kations bzw. die bei stereo-
spezifischen Umlagerungsreaktionen des Homo-
cubyl-Kations auftretenden Strukturen beschrei-
ben,bilden — mit der Hintereinanderausfithrung als
Verkniipfung — die kommutativen Gruppen G¢=
Z3 X Zs bzw. Gag=2Z5 X Z4. In Tab. 1 sind die Er-
gebnisse fiir die drei Ionen zusammengefaft.

Tab. 1. Carbokationen und ihre permutativen Eigenschaften.

Carbokation Permutations- Ordnung Entartungs-
gruppe grad EG

Bicyclo (2.1.0)

pentenylkation Gg = Z3 X Z2 6 1,00 - 101

Homoprismyl-

Kation Gio=2Zs X Z3 12 4,76 - 10-3

Homocubyl-

(stereo-

spezifische (!)

Umlagerung) Goo=2Z5%xZy 20 1,10- 104

Man erkennt, daB3 bei diesen Carbokationen die
méglichen entarteten Strukturen formal ableitbar
sind, indem pro 1.2.-Verschiebung der Ring mit
den m + 1-Zentren und der Ring mit den m-Zentren
jeweils um eine Ecke weiter gedreht werden. Diese
Kationen kénnen beziiglich ihrer partiellen Kohlen-
stoffentartung allgemein durch folgende Reihe
strukturell gleicher Permutationsgruppen beschrie-
ben werden :

Gmm+1) =Zmir X Zm
|Gmm+1y| =m(m + 1). 2)
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Im Fall des Bicyclo(2.1.0)pentenyl-Kations bedarf
die Darstellung von Leone und Schleyer beziiglich
der moglichen Entartungen dieses Ions der Er-
ginzung um den hier diskutierten Entartungstyp
[2, 4].

Um das Ausmal der Entartung bei einem be-
stimmten Reaktionsmechanismus quantitativ zu
kennzeichnen, soll jetzt ein Entartungsgrad (EG)
definiert werden. Es ist sinnvoll, den EG so zu
formulieren, da er im Fall vollstindiger Ent-
artung den Wert 1 annimmt. Dieser Forderung
wird eine Definition des EG als Quotient der An-
zahl y der bei dem betrachteten Umlagerungstyp
zu erwartenden entarteten Strukturen und der
Anzahl z aller theoretisch moglichen entarteten
Strukturen im Fall der vollstindigen Entartung
gerecht.

EG =yjz. 3)

Der Zahler entspricht dabei der Ordnung y der-
jenigen Permutationsgruppe, die die betrachtete
Entartung charakterisiert. Der Nenner ist gleich
der Anzahl der durch Permutationen der Ecken-
ziffern unterscheidbaren Strukturen. Er hat den
Wert

xz=mnllz, 4)

wobei n! die Anzahl aller Permutationen und z die
Anzahl derjenigen Permutationen ist, die zu unter-
scheidbaren Strukturen fiihren. z ist also die Ord-
nung der Automorphismengruppe des Graphen, der
eine tautomere Struktur des betrachteten Kations
beschreibt. Fiir die untersuchten Carbokationen
des (CH),*-Typs ist z jeweils gleich 2, d.h. fiir jede
Struktur sind zwei verschiedene Ziffernanordnun-
gen moglich. Beispielsweise bleibt das in Abb. 1
durch P, beschriebene Homoprismyl-Kation un-
verandert, wenn gleichzeitig die Ziffern 2 und 4
bzw. 7 und 5 miteinander vertauscht werden. Die
Entartungsgrade der in Abb. 2 dargestellten Carbo-
kationen sind in Tab. 1 angegeben.

Die hier vorgestellte Methodik (EG) ist unab-
hingig vom Mechanismus der Entartung und auf
alle entarteten Verbindungen anwendbar. Mit Hilfe
des EG wird es moglich, das Entartungsverhalten
eines Systems bei Annahme verschiedener Reak-
tionsmechanismen zu vergleichen.

DaB das AusmaB der Entartung gerade durch
diejenigen Bindungen bestimmt wird, die wihrend
der Umlagerungen invariant bleiben, 1a8t sich sehr
schén mit Hilfe eines graphentheoretischen For-
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malismus demonstrieren. Betrachtet man alle mog-
lichen entarteten Strukturen eines Carbokations
der obigen Ionenklasse, wobei fiir das Homocubyl-
Kation nur der stereospezifische Umlagerungs-
prozeB beriicksichtigt werden soll (!)*, so kann
man zwischen zwei Arten von Bindungen differen-
zieren:

1. reaktionsinvariante Bindungen, die bei allen
1.2.-Verschiebungen erhalten bleiben;

2. verdnderliche Bindungen, die wahrend der 1.2.-
Verschiebungen veridndert werden koénnen.

Die Ecken seien jetzt das graphentheoretische
Aquivalent der CH-Zentren, wihrend die Kanten
die Eigenschaft ,,Bindung moglich* widerspiegeln,
und zwar beziiglich der Gesamtheit der maoglichen
entarteten Strukturen eines Carbokations. Fiir die
oben diskutierte Kationenklasse ist dieser Graph
M i1, m als Verbindung der Kreise Cpyq und Cp,
darstellbar [5]. Der Graph, dessen Kanten die
reaktionsinvarianten Bindungen widerspiegeln,
wird Graph der statischen Relationen Sy41,m ge-
nannt, wihrend der Graph der dynamischen Rela-
tionen D41, m in seinen Kanten die veranderlichen
Bindungen reprisentiert. Die Graphen M,i1,m,
Sm+1,m und Dpq, ;m fiir die untersuchten Carbo-
kationen lauten allgemein:

Mpi1,m=Cm+1+ Cn , (5a)
Sm+1,m = 0m+1 Y Cm, (5b)
Dm+1,m = Km+1,m . (5¢)

Sie lassen sich durch ihre Nachbarmatrizen M 5, 5,
Sn,ny und Dy, n) darstellen**. Diese Matrizen

* Beriicksichtigt man im graphentheoretischen For-
malismus alle Wagner-Meerwein-Umlagerungen, so gibt es
keine reaktionsinvarianten Bindungen mehr. Es kénnen
dann alle theoretisch moglichen entarteten Strukturen
realisiert werden; der Entartungsgrad ist gleich 1.

** Es wird darauf hingewiesen, daB fiir den Fall m =2
ein sogenannter Multigraph vorliegt, bei dem zwei Ecken
durch mehr als eine Kante verbunden sein diirfen. Hier
sind zwei Ecken durch eine Doppelkante verbunden, so
daB den entsprechenden Matrixelementen der Wert 2 zu-
zuordnen ist [6].
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konnen weiter reduziert werden, indem man sie in
Blocke von Untermatrizen aufspaltet.

M@n,ny=8m,n+ Da,n, (6)
Cim+1, m+1) 0 )
M = ’
i ( 0 C(M.m)
+( ) 0 A(m+1,m))
A(m+1,m) 0
_ (O(m+1, m+1) A(m+1,m))
A(Tm+1,m) C(m,M) '

Cm+1,m+1) und C(p,my sind dabei die Nachbar-
matrizen der Kreise Cp41 und C,. Die Matrix
A (m+1,my und die zu ihr transponierte Matrix
AL, +1,my besteht nur aus Elementen vom Wert 1.
Die Untersuchung der Automorphismengruppen der
Graphen M i1, m, Sm+1,m und Doyt i, zeigt, daB
der Graph der statischen Relationen gerade die
Randbedingung ist, die die Anzahl der Auto-
morphismen auf die Anzahl der entarteten Struk-
turen reduziert (s. Tabelle 2).

Table 2. Hierarchie der Permutationsgruppen.

Gruppe Ordnung der
Gruppe

F(Dm+1,m) = Sm+1 X Sm m!-(m +1)!

F(Sm+1,m) = F(M,,,Jj_,,,) =Dp1 X Dm 4 -fn(m +1)
Gmi1,m = Zm+1¢>< Zm m(m i 1)

Mit F(G) wird die Automorphismengruppe des
Graphen @, mit S, symmetrische, mit D, diedrische
und mit Z, zyklische Permutationsgruppen be-
zeichnet. Eine Permutation der Eckenmenge indu-
ziert eine Permutation der Kantenmenge. Es diirfen
nur diejenigen Permutationen gezahlt werden, die
beriicksichtigen, daB die Kanten des Graphen
Sm+1, m reaktionsinvariante Bindungen widerspie-
geln. Die Anzahl der entarteten Strukturen kann
damit durch Betrachtung der unveranderlichen
Strukturelemente abgeleitet werden.
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